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Herrn Professor Dr. Dr. h. c. Ricnarp GrammerL zum 70. Geburtstag gewidmet

Vom Kontinuumsstandpunkt aus betrachtet konnen Fehlstellen in Kristallen als Eigenspannungs-
zustinde mit Singularitdten (in manchen Fallen auch als Eigenspannungen in mehrfach zusammen-
hingenden Korpern) beschrieben werden. Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der systematischen
Anwendung der nichtlinearen Elastizitdtstheorie auf derartige Probleme. Man erreicht dadurch eine
gegeniiber der tiblicherweise verwendeten linearen Theorie verbesserte Beschreibung der Verhiltnisse
in der unmittelbaren Umgebung der Fehlstellen, in der sehr grofle Verzerrungen auftreten kionnen.
AuBerdem lassen sich mit der nichtlinearen Theorie einige in Abschnitt 1 aufgefiihrte Effekte beschrei-
ben, die von der linearen Theorie prinzipiell nicht wiedergegeben werden konnen. In Abschnitt 2 wird
kurz der Formalismus der sog. Elastizitdtstheorie 2. Ordnung (die im Hooxeschen Gesetz die Quadrate
der Ableitungen der Verschiebungen berlicksichtigt) und die experimentelle Bestimmung der hier
auftretenden elastischen Konstanten hioherer Ordnung besprochen. Abschnitt 3 behandelt ein prak-
tisch wichtiges Sonderproblem, ndmlich die Bestimmung der Dilatation. die fiir die Kleinwinkel-
streuung von Réxtcex-Strahlen und Neutronen sowie fiir die Streuung der Leitungselektronen durch
Fehlstellen wichtig ist. Wie in den beiden folgenden Abschnitten wird dabei als Rechenmethode die
von der linearen Losung ausgehende Storungsrechnung beniitzt. Abschnitt 4 gibt die ausfiihrliche und
vollstindige Losung fiir das Verschiebungsfeld einer Schraubenversetzung in einem isotropen Medium.
Als letztes, knapper dargestelltes Beispiel wird in Abschnitt 5 als Modell fiir ein auf einem Zwischen-
gitterplatz eingebautes Atom eine in eine Kugelschale eingezwéngte Kugel gleicher elastischer Kon-
stanten behandelt. Bei beiden Problemen wird gefunden, dafl eine von Zexer angegebene allgemeine
Formel fiir die Voluménderung infolge von Eigenspannungen in homogenen Medien zutrifft.

1. Einleitung und Uberblick

makroskopischer Kristalle liegt und elastischen Ver-
zerrungen von der Groflenordnung 1072 bis 107!
entspricht. Die Anwendung der Elastizititstheorie
auf einzelne Fehlstellen und deren energetische
Wechselwirkung untereinander besitzt deshalb einen
wesentlich weiteren Giiltigkeitsbereich, als man auf
Grund des oben erwihnten makroskopischen Ver-
haltens erwarten wiirde; in der Tat verdanken wir

Das bis jetzt ergiebigste Verfahren zur theo-
retischen Behandlung der bei der plastischen Ver-
formung von Kristallen auftretenden Fehlstellen ist
wohl die Anwendung der Elastizititstheorie ge-
wesen. Fur makroskopische Betrachtungen zur Ver-
formung von Kristallen ist die Elastizitdtstheorie

nur von beschrinkter Bedeutung, da bekanntlich die
meisten Kristalle sich bei Dehnungen, die die Gro-
Benordnung von 107% ibersteigen, bleibend ver-
formen. Die bleibende (= plastische) Verformung
beruht darauf, daf} sich unter der Wirkung der ent-
sprechenden Spannungen bestimmte in den Kristal-
len enthaltene Fehlstellen, die Versetzungen, in irre-
versibler Weise bewegen, also beim Entlasten nicht
mehr in ihre Ausgangspositionen zurtickkehren.
Diese Fehlstellen sind in eine fehlstellenfreie Kri-
stallmatrix eingebettet, deren Elastizitatsgrenze (ge-
geben durch die sog. theoretische Schubfestigkeit
7y,) viel hoher als die kritische Schubspannung

L F.R. N. NaBarro, Adv. Phys. 1, 269 [1952].

2 A. Seecer, Theorie der Gitterfehlstellen, Handbuch d. Phy-
sik VII/1, Springer-Verlag, Berlin—Gottingen—Heidelberg
1955, S. 383 —665.

ihr einen Grofiteil neuerer theoretischer Kenntnisse
iber Fehlstellen in Kristallen (siehe die Zusammen-
fassungen von NaBarro!. Seecer?, Esuersy? und
KRrONER 4).

Die meisten der eben erwihnten Untersuchungen
benutzen die lineare Elastizititstheorie und beschrei-
ben die Fehlstellen als Eigenspannungs- bzw. Eigen-
verzerrungszustinde mit Singularititen. Beispiels-
weise treten linienhafte Singularititen des Verzer-
rungsfeldes bei der Behandlung der Versetzungen,
punktférmige Singularititen bei den Kompressions-
und Dilatationszentren (als Modelle fiir Zwischen-
gitteratome und Leerstellen) auf. Natiirlich versagt

3 J.D. EsneLsy, Solid State Phys. 3, 79 [1956].

4 E.Kro~er, Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigen-
spannungen, Ergebnisse der angewandten Mathematik,
Heft 5, Springer-Verlag, Berlin—-Gottingen—Heidelberg 1958.
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die Elastizitdtstheorie am Orte der Singularititen;
sie mufl dort entweder durch atomistische Betrach-
tungen oder durch eine Abschneidevorschrift ersetzt
werden. Es gibt jedoch eine Reihe von Problemen,
bei denen sich die Abweichungen von der Elastizi-
tatstheorie in einer so weiten Umgebung der Singu-
laritaten bemerkbar machen, daf} es mit den heute
zur Verfiigung stehenden Rechenhilfsmitteln nicht
moglich ist, die atomistische Betrachtungsweise iiber
einen ausreichend groflen Bereich zu erstrecken. Als
Beispiele fur solche Fragen seien erwiahnt der in
letzter Zeit besonders ausfiihrlich diskutierte Ein-
fluB von Versetzungen auf die Kristalldichte >~1°.
gewisse rontgenographische Effekte (die lineare
Elastizitatstheorie ergibt z. B. bei der Anwendung
auf innere Spannungen in elastisch homogenen Kri-
stallen keine Anderung der mittleren Gitterkonstan-
ten) und die bevorzugte Diffusion entlang von Ver-

setzungslinien 1.

In allen diesen Féllen bringt die Anwendung der
nichtlinearen Elastizitdtstheorie grofle Vorteile. Es
ist auf diese Weise moglich, den Giiltigkeitsbereich
der kontinuumsmafigen Behandlung der Fehlstellen-
umgebung so nahe an die Singularitat heranzuschie-
ben, daBl der Rest durch atomphysikalische Betrach-
tungen oder ein Abschneideverfahren in befriedigen-
der Weise erfalit werden kann. In der vorliegenden
Arbeit befassen wir uns mit der Anwendung der
nichtlinearen Elastizitatstheorie isotroper Medien
auf zwei Grundtypen von Fehlstellen in festen Kor-
pern, namlich auf eine in der Achse eines Hohl-
zylinders verlaufende Schraubenversetzung und auf
einen kugelférmigen Einschluf} im Mittelpunkt einer
elastischen Kugel (als Modell eines Zwischengitter-
atoms).

Der Formalismus der allgemeinen nichtlinearen
Elastizitatstheorie 12 ist zu schwerfillig, um auf der-
artige Probleme, insbesondere das erstgenannte, an-
gewandt zu werden. Die Niaherung, die wir hier ver-
wenden werden, ist dadurch bestimmt, dafl von den
beiden der linearen Elastizitdtstheorie zugrunde lie-

5 P. Haasex u. A. W. Lawsox Jr., 8th Annual Report on High
Pressure Research (University of Chicago) 1955, S. 67.

¢ H. Stence u. A. Seecer, Z. Phys. 146, 217 [1956].

7 A. Seecer, Dislocations and Mechanical Properties of
Crystals, J. Wiley & Sons, New York 1957, S. 504.

8 W. M. Lomer, Phil. Mag. 2, 1053 [1957].

9 A. Sercer u. P. Haasex, Phil. Mag. 3, 470 [1958].

10 A. Seecer, Suppl. Nuovo Cim. [X] 7, 632 [1958].

A. SeEcer, Disc. Faraday Soc. 23, 158 [1957].
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genden Linearisierungen. der geometrischen (Verzer-
rungen!) und der physikalischen (Hookesches Ge-
setz!), die letztgenannte in unserem Falle die
schwerwiegendere ist und daf} keine elastischen
Konstanten hoherer als dritter Ordnung experimen-
tell bestimmt sind 3. [Die gewohnlichen elastischen
Moduln, also die Koeffizienten der Quadrate der
Verzerrungen im Energieausdruck — vgl. Gl. (4) —.
werden elastische Konstanten zweiter Ordnung ge-
nannt, die Koeffizienten der dritten Potenzen der
Verzerrungen Konstanten 3. Ordnung usw.] Es wire
somit zur Zeit nicht lohnend, im Hookeschen Gesetz
neben den rdumlichen Ableitungen der Verschiebun-
gen hohere Potenzen als deren Quadrate zu bertick-
sichtigen. Dies fiihrt uns auf die Elastizitdtstheorie
2. Ordnung, wie sie von MurnacHaN !* dargestellt
und zur Losung spezieller Probleme verwendet wird.
Die wichtigsten Formeln dieser Theorie stellen wir
der Einfachheit halber in Ziff. 2 kurz zusammen. Es
liegt im Sinne der verwendeten Naherung, daf} die
Lésung 2.Ordnung durch Stérungsrechnung, aus-
gehend von der Losung der linearen Theorie. ge-
wonnen wird.

2. Der Formalismus der Elastizitatstheorie
2. Ordnung

Im Gegensatz zur linearen Elastizitatstheorie ist
bei der nichtlinearen Elastizitdtstheorie fiir die Be-
schreibung der Verzerrungen wesentlich, zwischen
den von der Hydromechanik her wohlbekannten
Standpunkten von Eurer und LAGRANGE zu unter-
scheiden. Es ist iiblich 1%, den EuLerschen (d. h. auf
die Teilchenkoordinaten im verformten Zustand be-
zogenen) Verzerrungstensor mit € und den La-
GraNGEschen (auf die Teilchenkoordinaten im unver-
formten Ausgangszustand bezogenen) Verzerrungs-
tensor mit 1) zu bezeichnen. Wir verwenden in der
vorliegenden Arbeit ausschlielich die LacrancEsche
Beschreibungsweise, bezeichnen aber den Lacrance-
schen Verzerrungstensor, da in unserem Problem-

12 Siehe z. B. A. E. Greex u. W. Zerna, Theoretical Elasticity,

Clarendon Press, Oxford 1954.

Abgesehen von der Bestimmung hoherer Glieder in der

Druckabhingigkeit der Kompressibilitdit in Explosions-

wellenversuchen (J. M. WaLsu, M. H. Rice, R. G. McQueex

u. F. L. Yarcer, Phys. Rev. 108, 196 [1957]).

F. D. Mur~acuaxn, Finite Deformation of an Elastic Solid,

J. Wiley & Sons, New York 1951.

15 Siehe z. B. I. S. Sokorzikorr, Tensor Analysis, J. Wiley &
Sons, New York 1951.
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kreis v bereits fiir den sog. Inkompatibilitatstensor 16
vergeben ist 4, mit y.

Bei Eigenspannungsproblemen, bei denen ja keine
dulleren Krifte wirken, kann man entweder mit den
Verschiebungen arbeiten, wodurch die Kompatibi-
litatsbedingungen identisch erfiillt werden. oder aber
Spannungsfunktionen einfithren und auf diese Weise
die Gleichgewichtsbedingungen identisch erfiillen.
Fiir die allgemeine Behandlung von Eigenspannungs-
zustinden mit Hilfe der nichtlinearen Elastizitats-
theorie bietet zweifellos das zweitgenannte Ver-
fahren wichtige Vorteile: Beim Ubergang von der
linearen zur nichtlinearen Theorie d@ndern in EuLEr-
schen Koordinaten der Spannungstensor und die
Gleichgewichtsbedingungen ihre Form nicht. wih-
rend der Zusammenhang zwischen Verschiebungen
und Verzerrungen sowie zwischen den Verzerrungen
und den Inkompatibilititen (die mit dem Riemann-
CuristorreLschen Kriimmungstensor bzw. dem sog.
EinsteiN-Tensor des verformten Mediums zusam-
menhéngen) wesentlich komplizierter werden. Aufler-
dem kann man mit Hilfe der Spannungsfunktionen
auch Probleme behandeln, in denen die Kompatibi-
litatsbedingungen in dreidimensionalen Bereichen
verletzt sind. wihrend sich Verschiebungen bekannt-
lich nur dann definieren lassen, wenn die Kompati-
bilitdtsbedingungen iberall mit Ausnahme punkt-
formiger, linien- oder flichenhafter Singularitdten
erfilllt sind. Dennoch werden wir bei den in Ab-
schnitt 4 und 5 zu behandelnden speziellen Proble-
men mit den Verschiebungen und nicht mit den
Spannungsfunktionen rechnen, da wir auf diese
Weise den ausgearbeiteten Formalismus der Mur-
NaGHANschen Theorie (den wir im folgenden kurz
zusammenstellen wollen) ungeindert tibernehmen
konnen. Wir hoffen jedoch. im Rahmen allgemei-
nerer Fragestellungen auf die Methode der Span-
nungsfunktionen zuriickkommen zu konnen 162,

Nach Mur~acHaN ' definiert man den Verzer-
rungstensor y der nichtlinearen Theorie durch

Y=3JIT-D= (yir) =(m), (1)

18 Zur Charakterisierung des Inkompatibilitdtstensors Y sei
erwihnt, dal im Rahmen der linearen Elastizitdtstheorie

Y =0 die Kompatibilitdtsbedingungen sind.
16a Zusatz b. d. Korr.: Die oben erwdahnte allgemeine
nichtlineare Theorie der Eigenspannungen (unter Verwen-
dung der Spannungsfunktionen und des Einstein-Tensors)
ist in der Zwischenzeit entwickelt und in derselben Nahe-
rung wie in der vorliegenden Arbeit auf Stufen- und Schrau-
benversetzungen in isotropen Medien angewandt worden
(E. Kroner u. A. Sercer, Arch. Rational Mech. Analysis 3

[1959], im Druck).
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wo I die 3 x3 Einheitsmatrix, J die Jacosische
Matrix (Funktionalmatrix)

8z 9z 3a

3a 3b Jc

_ dy 3y 09y
o Qa 3b Jc (2)

3z 3z Oz

Qa 3b Jc¢

und Jdie zu J transponierte Matrix sind. In Gl. (2)
bedeuten a, b, ¢ die Koordinaten eines Teilchens im
unverformten Zustand (Anfangskoordinatensystem),
x(a, b, c), y(a,b,c) und z(a, b, ¢) diejenigen im
verformten Zustand (Endkoordinatensystem). Die
Energiedichte @ (pro Volumeneinheit) eines isotro-
pen Mediums driickt sich im Rahmen der Theorie
2. Ordnung folgendermalien in den Invarianten

Ji=711+722+7 33+ (3a)
V22 Ves V33 Va1 "u M1z
Jo= | |+ + | . (3b)
732 Vs Y13 T L Ve Ve
P71 Y12 Vs
|
und a=detY=" 7y ¥m 7n (3c)

Ys1 Va2 Vss

des Verzerrungstensors y aus:
= “;22” J2—2ul,+ flﬂ%m— J3—2mJ] Js+nl;.
(4)
In Gl. (4) stellen 4 und u die LamEschen elasti-
schen Konstanten dar, die mit dem Kompressions-
modul K, dem Schubmodul G und der Querkontrak-
tionszahl » durch die Gleichungen

G=u,

2 14w 5 2
K=: G=1
3 1-2» + 3 M

(5a)
(5b)

verkniipft sind. I, m, n sind die drei MURNAGHAN-
schen Elastizitatskonstanten 3. Ordnung 7. Mit ihrer
Hilfe 1af3t sich die Variation von G und K mit dem
hydrostatischen Druck p in der Form

17 1, m, n sind die von Mur~acnan 1 im Zusammenhang mit
der Lacranceschen Beschreibungsweise eingefiihrten Kon-
stanten. Mit den von F.D. Murnacuan, Amer. J. Math. 59,
235 [1937] und I. S. Soxor~zikorr 1% im Rahmen der Evier-
schen Beschreibungsweise beniitzten und gleich bezeichne-
ten Konstanten (die wir hier ', m’, n’ nennen) hangen sie
folgendermafien zusammen:

I=—2(3A+4 ) +3 U+,

m=—2u—3%m, n=—12 u+n’,
U'=2(A+2un)+(1+2m)/3.
m'=—4 u—2m, n'=12 u+n.
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6 _ _ Atptm—in

cip = K » (6a)
dp K

schreiben 18,
Der Spannungstensor im Endkoordinatensystem
ist gegeben durch

Or ag~
G:g'aJ'aYJ, (73)

der sog. modifizierte Spannungstensor in Anfangs-
koordinaten durch

c,=J3d/JY. (7b)
Im Gegensatz zu 6 braucht 6, nicht symmetrisch zu

sein. 0, und ¢, sind die Massendichten im verzerr-
ten bzw. im unverzerrten Zustand. Es gilt

% _ detJ = [det(I+2Y)]" (8)

Oz

=(1+2J,+471,+875)".
Ferner ist
QP/3Y=il,1+2uY (9)

+JZ2-2mI)I+2m],Y +nco¥Y
mit dem Kofaktor

V22 Vas V21 Vo3 | P21 Va2
- - -
V32 Vas 731 V33 Va1 Va2
712 V1s | Y11 Y13 711 Y12
coY=| — =+ | — . (10)
V32 Va3 | V81 VYss Vs1 Va2
] |
| V1a Y18 | Y11 Y1s Y1 Y12
T = | &
V22 Vas V21 Va3 Y21 Va2

Wirken keine Volumkrifte, so lauten die Gleich-
gewichtsbedingungen (im Endkoordinatensystem)

Div,6=0 (11 a)
bzw. (in Anfangskoordinaten)
Div,, & = Dix, (2%’J> —0. (11b)

Bezeichnen d<, und dS, die vektoriellen Flichen-
elemente der Oberfliche im End- bzw. Anfangs-
zustand, so lauten die Randbedingungen an der
Oberfliche des elastischen Korpers (f= Oberflachen-
kraft pro Fldacheneinheit)

6dS, =dS, | (12 a)

18 ITn Gl. (6) bedeuten G und K die elastischen Moduln im
normalen quadratischen Energieausdruck, wobei als Ener-
gienullpunkt der Zustand mit hydrostatischem Druck p ge-
wiahlt ist. Alle tlibrigen elastischen Konstanten dieser Ar-
beit sind im Grenzfall p=0 zu nehmen.

19 Sjehe z. B. die Zusammenstellungen in den oben zitierten
Arbeiten 9 10,
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oder

6,dS, =dS, . (12 b)

Wir fiigen noch einige Bemerkungen iiber die
experimentelle Bestimmung der elastischen Kon-
stanten 3. Ordnung I, m und n eines isotropen Me-
diums sowie tiber die Verhéltnisse bei Kristallen an.
Zwei Kombinationen dieser drei Konstanten, nam-
lich die durch Gl. (6) gegebenen Druckabhingig-
keiten des Kompressionsmoduls K und des Schub-
moduls G, lassen sich verhéltnismaBig leicht experi-
mentell bestimmen und sind fiir eine ganze Reihe
von Stoffen gemessen worden!?. Diese Kombina-
tionen gehen ferner in den Ausdruck fir die ther-
mische Ausdehnung ein2?°, so dal man aus der ge-
messenen thermischen Ausdehnung weitere Riick-
schliisse ziehen kann.

Schwieriger ist die Bestimmung der dritten Kon-
stanten dritter Ordnung, da dafiir eine Scherverfor-
mung endlicher Grofle erforderlich ist. Dies konnte
z.B. in der Weise geschehen, dal die Probe einer
groflen Scherverformung unterworfen wird und
durch Ultraschallmessungen die Schallgeschwindig-
keiten im gescherten Zustand und damit die Schub-
abhidngigkeiten der elastischen Konstanten gemes-
sen werden. Dies ist tatsdchlich bei einigen Mate-
rialien durchgefiihrt worden 2. Die Methode ist je-
doch, da bleibende Verformungen nicht auftreten
diirfen, notwendigerweise auf Stoffe mit grofler kri-
tischer Schubspannung bzw. (bei spréde brechen-
den Materialien) grofler Bruchfestigkeit beschrankt.
Als einziges Metall ist bis jetzt vielkristallines
Eisen 2! auf diese Weise untersucht worden, wobei
allerdings die erreichte Genauigkeit nicht sehr grof3
war.

GroBlere Genauigkeiten in der Bestimmung der
dritten Konstanten dritter Ordnung kann man bei
vielkristallinen Metallen mit Hilfe des sogenannten
Poynrine-Effekts 2223 (Verlingerung und Volum-
vergroferung bei endlicher Torsion eines Drahtes)
erreichen, da dieser mit Hilfe der sehr empfind-
lichen Poynrineschen Versuchsanordnung verhiltnis-
méaflig genau gemessen werden kann. In der Tat ist
es moglich gewesen, auf diese Weise die Konstan-

20 L. Brizroury, Les Tenseurs en Mécanique et en Elasticité,
2. Aufl., Masson & Cie., Paris 1949.

21 D. S. Hucres u. J. L. Kerry, Phys. Rev. 92, 1145 [1953].

2 J. H. Poyxting, Proc. Roy. Soc., Lond. A 82, 546 [1909].

3 J. H. Poynting, Proc. Roy. Soc., Lond. A 86, 534 [1912].

9
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ten [, m und n in einigen Fillen in praktisch brauch-
barer Weise zu bestimmen 24,

Bei kubischen Einkristallen (an denen wir im
Hinblick auf die kubische Struktur vieler Metalle
besonders interessiert sind) gibt es bekanntlich drei
elastische Konstanten zweiter Ordnung und sechs
elastische Konstanten dritter Ordnung. Drei der zu-
letzt genannten sechs Konstanten, namlich die Druck-
abhéngigkeiten der ,,normalen* elastischen Konstan-
ten. sind in vielen Fillen mit Ultraschall gemessen
worden . Schwierigkeiten bereitet jedoch bei dukti-
len Metallen wegen der auflerordentlich niedrigen
kritischen Schubspannungen der Einkristalle makro-
skopischer Dimension die Bestimmung der iibrigen
drei Konstanten dritter Ordnung. Der zur Zeit ein-
zige gangbare Weg scheint uns in Messungen an
Fadeneinkristallen (,,whiskers®) verschiedener kri-
stallographischer Orientierung zu bestehen. Manche
dieser Fadeneinkristalle verformen sich bis zu Span-
nungen, die an die theoretische Schubfestigkeit 7y,
heranreichen und Dehnungen von einigen Prozent
entsprechen, vollkommen elastisch. Bei derart gro-
Ben Dehnungen konnten im Zugversuch an Eisen-
Fadenkristallen deutliche Abweichungen vom Hooke-
schen Gesetz beobachtet 26 und zur Bestimmung ela-
stischer Konstanten hoherer Ordnung verwendet
werden %7, Es liegt jedoch bis jetzt noch keine aus-
reichende Zahl derartiger experimenteller Resultate
vor, um samtliche Konstanten eines Einkristalls zu
bestimmen. Aus diesem Grunde (und auch der Ein-
fachheit wegen) beschranken wir uns in der vor-
liegenden Arbeit auf isotrope Medien. Von den im
Rahmen der linearen Theorie durchgefiihrten Rech-
nungen tber Gitterfehler her weill man, daB} in
vielen Fillen der Einfluf} der Anisotropie bei kubi-
schen Kristallen gering ist.

3. Anwendung der nichtlinearen Elastizitats-
theorie auf die Berechnung der Volumdilatation

Sind die elastischen Konstanten 3. Ordnung [, m,
n sowie die Losung eines Problems auf Grund der
linearen Elastizititstheorie bekannt, so kann man.

24 A, Seecer u. O. Buck, Veroffentlichung in Vorbereitung. In
dieser Arbeit werden ausfiihrliche Zahlenangaben iiber die
elastischen Konstanten dritter Ordnung gemacht werden,
so daBl wir in der vorliegenden Arbeit nicht auf die nume-
rische Ausrechnung der [, m und n einzugehen brauchen.

25 Sijehe die in den Zitaten 9 10 aufgefiihrten Arbeiten sowie
W. B. Daxiers u. C. S. Swirn, Phys. Rev. 111, 713 [1958]
(Druckabhingigkeit der elastischen Konstanten der Edel-
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ausgehend von den Gleichungen des Abschnittes 2,
im Prinzip eine zweite Naherung des Verschie-
bungsfeldes berechnen. Dies wird an zwei Beispielen
in den Abschnitten 4 und 5 durchgefithrt. Bei kom-
plizierteren Problemen kann jedoch die Berechnung
der 2. Ndherung des Verschiebungsfeldes sehr miih-
sam sein, so dal} sich die Frage stellt. ob man sich
nicht fiir manche Zwecke mit einer Teillosung be-
gnigen kann. In der Tat interessiert fiir eine ganze
Reihe physikalischer Fragestellungen nicht das Ver-
schiebungsfeld. sondern nur die Volumdilatation &
in der Umgebung einer Fehlstelle in einem Kristall.
Wir bringen hierfiir einige Beispiele:

1. Die von einer Fehlstelle in einem Kristall hervor-
gerufene makroskopische Dichteinderung bzw.
Volumexpansion

Wie in Abschnitt 1 erwahnt, werden Fehlstellen
in Kristallen elastizitatstheoretisch durch Eigenspan-
nungszustinde beschrieben. Im Giiltigkeitsbereich
der linearen Elastizitdtstheorie rufen Eigenspan-
nungszustinde in einem homogenen Medium nach
dem sog. Volumensatz von CoronneTTI % keine An-
derung der mittleren Dichte hervor. Erst die Beriick-
sichtigung der nichtlinearen Effekte gibt eine Ver-
groflerung des makroskopischen Volumens. Im Rah-
men der Elastizititstheorie 2. Ordnung hat Zener 2
dieses Problem vollstandig gelost. Sein Ergebnis ist,
dal} die mittlere Dilatation eines in einem Eigen-
spannungszustand befindlichen elastisch homogenen
Kérpers durch

oo (s (v s
gegeben ist. Hier bedeuten W, bzw. W, die bei der
Erzeugung der im Kéorper vorhandenen Volum-
dilatationen bzw. Scherungen gemil} der linearen
Elastizitatstheorie pro Volumeneinheit zu leistende
mechanische Arbeit oder auch in guter Naherung die
Dilatations- bzw. Schubanteile der gespeicherten
mittleren Energiedichte. Gl. (13) wurde von ZeNer
unter Zuhilfenahme thermodynamischer Argumente
abgeleitet. Wir werden an Hand der Beispiele in

metalle) und R. E. Scumuxk u. C. S. Smirn, J. Phys. Chem.
Solids 9 [1959], im Druck (Al sowie Mg).

S. S. Brexxer, J. Appl. Phys. 27, 1484 [1956].

A. Sercer u. O. Buck, siche Anm. 24,

G. Covronnerti, Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis.
mat. natur., V. Ser. 27/2, 155 [1918].

C. Zener, Trans. Amer. Inst. Min. Metallurg. Engrs. 147,
361 [1942].
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Ziff.4 und 5 sehen, daBl die Elastizitatstheorie
2. Ordnung, allerdings erst nach lingeren Rechnun-
gen, dasselbe Ergebnis wie Gl. (13) gibt. Wegen
weiterer Diskussion der Gl. (13) sowie Anwendun-
gen auf die Versetzungstheorie mit numerischer
Auswertung vergleiche man die oben erwidhnten Ar-
beiten % 19 yvon Sercer und Haasen.

2. Die von einer Fehlstelle hervorgerufene Klein-
winkelstreuung von Riontgen- oder Neutronenstrahlen

Ro6nTcEN- und Neutronenstrahlen erleiden durch
lokale, sich iiber mehrere Atomabstinde erstrek-
kende Variationen der Kristalldichte eine Streuung
um kleine Winkel. Die Streuamplitude ist ndherungs-
weise proportional zu dem iiber den gesamten Kri-
stall zu erstreckenden Integral

A =[[[O@) exp{—ig-1}dr, (14)

in dem g die vektorielle Differenz zwischen den Aus-
breitungsvektoren des einfallenden und des gestreu-
ten Strahls darstellt 3% 3. Die Kleinwinkelstreuung
stellt somit im wesentlichen eine Fourier-Analyse
des in einem festen Korper vorhandenen Dilatations-

feldes dar.

3. Der elektrische Widerstand von Fehlstellen
in Metallen

Beschreibt man, wie man es zur Vereinfachung
hdufig tut, die Leitungselektronen als ein Gas
freier Elektronen, so ist das Streupotential einer
Fehlstelle proportional zu 6. Fiir die Berechnung
des von ausgedehnten Fehlstellen, wie z.B. Ver-
setzungen, hervorgerufenen zusétzlichen elektrischen
Widerstands ist deshalb die Kenntnis des Dilata-
tionsfeldes einer Fehlstelle wesentlich.

Da die Berechnung der skalaren Dilatation © (1)
eine wesentlich einfachere Aufgabe als diejenige des
vektoriellen Verschiebungsfeldes 3 (1) darstellt, be-
fassen wir uns im vorliegenden Abschnitt mit der
Ermittlung von ©, wobei wir im Sinne des eingangs
Gesagten hohere Glieder als solche, die in den Ab-
leitungen der Verschiebungen quadratisch sind, ver-
nachldssigen. Wir denken uns das Verschiebungs-
feld in der Form

3(r) =8M(r) +8@ (1) +... (15)

30 A, Gumnier u. G. Fourner, Small Angle Scattering of X-
Rays. J. Wiley & Sons, New York 1955.

31 J. Buiy, Diffusion Centrale des Rayons X par les Métaux
(Thése Paris 1954).
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dargestellt, wobei ') die von der linearen Theorie
gegebene Losung des Problems und 2 die mit
Hilfe der Storungsrechnung berechnete nichste
Néherung ist.
Aus Gl. (8) folgt, dal die Volumdilatation durch
@E@L@‘_@z =(14+2J,+4J,+8J)"—1 (16)
z
gegeben ist. Entwickelt man die Quadratwurzel und
vernachlassigt hohere Glieder, so erhdlt man

O, +21,— 2.

Im Rahmen der angestrebten Niherung kann man
in den beiden letzten Gliedern von Gl. (17) die li-
neare Losung einsetzen und damit diese Glieder
durch die Volumdichte der Dilatationsenergie

(17)

Wa=(t+3m)3l (18)
und die Volumdichte der Scherenergie
Wi=p@3I-21) (19)

der linearen Losung ausdriicken.

Das in Gl. (17) linear auftretende J,-Glied ist
gleich der Summe der Spuren der Verzerrungs-
tensoren 1. und 2. Naherung. Da man die Quadrate
der Ableitungen von 3 vernachldssigen darf, kann
man schreiben

Ji=div3d® 4 div3® 4+ 1Grad 3 - - Grad 3. (20)

Das einzige Glied in Gl. (17), das man nicht aus der
linearen Losung erhalten kann, ist somit div3® .
Dieses kann man in folgender Weise berechnen: Er-
mittelt man, ausgehend von der Lésung 3 der li-
nearen Theorie, die zweite Niherung 3® mit Hilfe
der Storungsrechnung (dies wird an einem Beispiel
ausfiihrlich in Abschnitt 4 durchgefithrt werden), so
genligt — wie immer bei der Anwendung der Sto-
rungsrechnung — die zweite Niherung einer Dif-
ferentialgleichung, die sich von derjenigen fiir die
erste Naherung nur im inhomogenen Glied unter-

scheidet. Es gilt also
(2 u+4) grad div 3@ (1) — wrot rot 3 (v) + F(r) =0.
(21)

Der Vektor ¥ der ,,Kraftdichte* 14t sich unter Ver-
wendung der Formeln von § 2 in den Produkten
und Quadraten der ersten Ableitungen von 3 aus-
driicken. Da die allgemeine Formel fiir {§(r) sehr
umfangreich ist, verzichten wir darauf, sie anzu-
schreiben.

Durch Divergenzbildung erhélt man aus Gl. (21)

¢ @) )] C div % _
/A divg +2#+ld1v15(r) 0, (22)
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so daB div 3 einer Poissonschen Differentialglei-
chung mit der Quelldichte div /(2 u+4) geniigt
und, wenn keine besonderen Randbedingungen vor-
liegen, durch

div 3@ (1) = —

47(2 u+/)

gegeben ist. Laft sich {§ aus einem Potential ab-
leiten, also in der Form

F0) = - 2ut+d) gradU@  (24)
schreiben. so ist beim Fehlen von Randbedingungen
divé® bis auf eine additive Konstante identisch
mit U .

Wir verzichten auf die Wiedergabe von Beispielen
zu vorstehender Methode. erwihnen jedoch, daf sie
von A.SeeGer und O. Buck (unveroffentlicht) auf
eine Reihe von Problemen mit Erfolg angewandt
und zur Losung einiger der eingangs dieses Ab-

schnitts genannten Fragestellungen verwendet wor-
den ist.

4. Die Schraubenversetzung

Ein kontinuumsmechanisches Modell einer Schrau-
benversetzung mit Burcers-Vektor b in einem Kri-
stall kann man erzeugen, indem man einen hohlen
Kreiszylinder mit Aullenradius R und Innenradius
ry ldngs einer durch die Achse gehenden Ebene auf-
schneidet. die beiden Ufer der Schnittflache parallel
zur Achse um den Vektor b verschiebt und dann
wieder zusammenheftet (Abb. 1). Im Kontinuums-
modell bleibt der als Versetzungsstirke bezeichnete
Betrag b des Vektors vollkommen unbestimmt. In
einem Kristall unterliegt er dagegen der Bedingung,
ein Gittervektor des betreffenden Kristalls (und
zwar in vielen Fallen der kiirzest mégliche) sein zu
mussen.

Wir fithren ein der Symmetrie des Problems an-
gepalites Zvlmderkoordmatensystem ein; unter Ab-

Wir setzen deshalb a) wu=Fku,(r),

A.SEEGER UND E. MANN

Abb. 1. Kontinuumsmechanisches Modell einer Schrauben-

versetzung. (a) Hohlzylinder vor dem Aufschneiden. (b) Hohl-

zylinder nach dem Aufschneiden und nach Einfiihren einer
Schraubenversetzung.

anderung der in Ziff. 2 beniitzten Bezeichnungen
seien die Anfangskoordinaten eines Punktes (r; ¢; z)
und die Endkoordinaten [r+ku(r); ¢; z+kw(p)
+ks(z)]. Hierbei bedeutet k einen Parameter zur
Kennzeichnung der Groflenordnung bei der Stérungs-
rechnung, der am Ende der Rechnung gleich eins
gesetzt wird. Es gilt somit

b) w=wy+kw(p),

du
1+kd13 0 0
u
= 1+ 0
J 0 ko (25)
0 L ldw . ds
rde dz
und
du
ar 0 0
u 1 dw
sz L r 27 de
o Ldw ds
2r de dz
1 (du\*
7(5) 0 0
1 {u\* 1 [dw)\? 1 dw ds
2 bl il
+k 0 2(T>+2r‘ (dz;c) 2r de dz - (26)
" 1 dw ds (G
2r de dz 2 \dz

Die Losung der linearen

Elastizitatstheorie (Ver-

nachldssigung der Glieder mit %) ist bekanntlich 32

c) s=ksi(z).

und erhalten, wenn wir héhere Potenzen als k? vernachlassigen,

0 0 0

1 dw,
= 0 0 s
Y k 2r de

1 dw,

0
2r de¢

32 Wir miissen darauf hinweisen, daB in einem Zylinder end-
licher Linge die Losung Gl. (27) kein Eigenspannungs-
zustand ist, da sie nur dann moglich ist, wenn an den bei-
den Endflichen Momente entgegengesetzt gleicher Grofe
angreifen. Beim Fehlen dieser Momente wiirde sich der
Zylinder tordieren. Indem wir unser Augenmerk auf den

du,
ar 0 0

2 ll ,,1,,, (M&)’ 1 dw,
+k L * 2r de ?

de
1 dw, ds,
2r do dz

(27)

(28a. b, ¢)

(29)

Mittelteil eines sehr lang gedachten Zylinders richten, kon-
nen wir das vorliegende Problem wie einen Eigenspan-
nungszustand behandeln. Insbesondere werden wir sehen,
daf die nur fiir Eigenspannungszustinde abgeleitete ZExEr-

sche Formel Gl. (13) erfiillt wird.
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du, u, 1 [(dw,\' | ds, _j2 1 (dw 5 29a. b
= —_— — —— a
Lol (S L (SR ), g, =(5) (293, b)
1 d w,
o (va) ¢ 5
COY =k2 0 0 0 ) ]12=0, ]1 Y=0 (2907d,e)
0 0 0
0o 0 0
a@_ p dw,
und daraus §Y_k 0 0 S (30)
I‘dwo
r de ¢
. du u ds 2 m n\ 1 [dw,\®
(‘)‘“'Hl)’d?‘J“'l[“rl +’¢T;]+(z T _747)}*’(‘&;5’) o 0
S Uy du ds LA+ m dw, u dw
el 0 Rut g rlTl[’(frlJ’ dz’l]+(“T' 2 ) (dq:) 7 d'Pl
u dw, du A4+ m\ 1 /dw,\?
° G e+ e A+ (5
0 0 0
: o0 o
sowie 0'a=J77'=k o o £ (31)
u dw,y
r de 0
du dc A+ m n dw,
@u+h ‘+z( dz‘)+(—§“*') (a;) 0 0
2 du ds u 1 /dw, ;4dwl
+ o (e ) rens e (o )R (S) e
u dw, Uy A+ m dw,
: i a0

Die Divergenz eines Tensors g ist in Zylinderkoordinaten (7, ¢, 2)

a0 o,

Porr  Orr  1%%r % g
ar T r d¢ 9z r
do, o, do, do.
. . re re 1 W zp | 1
o= 74 e _2? . 1
Div Tty e P rer s (32)

ar 7

Barz Gy 1 aaq’z Bazz
r d¢ 9z

{(2#+,1)(d ux+ldj;_ﬁz) (”+l+m-£)*(dd':.)]

also Dive, = 0 . (33)

ﬁdl)}, 2
K [r’ dg¢* i+ dz’]

Die Gleichgewichtsbedingungen fiithren somit auf die Gleichungen

du, | 1 duy  uy _on\ 1 [dw,
(2#+7)( sidn ) (,u+i+m ),s( ) (34a)
= —2u+d) G (34b)
Gl. (34 b) ist nur dann zu erfiillen, wenn gilt. Ist CQ;&O, so wird das Kristallgitter in z-

2w, /dg® =0, d%,/dz2=0, (35 a,b) Richtung aufgeweitet, und zwar um den Faktor
(14 %%C,). Da die Starke der Schraubenversetzung
gleich einem Atomabstand in z-Richtung (bzw. einem
w;=Cip, s5=Cz (36a,b) ganzzahligen Vielfachen desselben) ist, mufl die

also (bis auf unwesentliche additive Konstanten)
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z-Komponente der Verschiebung
w=(b/27) (1+kCy) ¢, (37)
C,=Cybk[2n (38)

sein. Gl. (38) bedeutet, daBl Gl. (36a) eine Ver-
schiebung proportional & gibt und in der hier ver-
wendeten Niherung zu vernachlissigen ist.

Durch Variation der Konstanten der homogenen
Lésung erhilt man als Losung der Gl. (34 a)

u;=B,/r+Byr+ A(Inr/r)

(39)
A — u+Ai+m—n/4 b? (40)
2 u+4 8 a2

_1(17_+;- b (dG | n>
“3\1—r/8a2\dp ' 12K)°

also

mit

Zwei der Gleichungen fiir die drei Integrationskon-
stanten B;, By, C, erhilt man aus der Forderung,
dal} auf die beiden Mantelflichen des Zylinders keine
aulleren Krafte wirken, also nach Gl. (12 b)

o=@ (B 1+ = 42T) D)

r? e
Ao 28 4152 20
r? r?
A4m n)\ 1 [(dw,\| _
-
fir r=ry und r=R

ist. Lost man die beiden in (41) enthaltenen Glei-
chungen nach B, und B, auf. so bekommt man

(A+m—n/2) b*

B, = 16 u 2 (42 a)
—AJ R:lnry—ri® In R 2[u+/'.}
\ R%2—r? 2u J’
o InRr, Y
By= u+li TR—r2  2(u+i) )

Die dritte Integrationskonstante C, wird durch
die Forderung bestimmt, dafy auf Querschnitten senk-
recht zur Versetzungslinie im Durchschnitt keine
Normalspannung wirken soll. (Die stiarkere Forde-
rung, daB} die Querschnitte senkrecht zur Verset-
zungslinie spannungsfrei sein sollen, kann nicht er-
fullt werden, da — wie oben erwahnt — bereits
die lineare Theorie ein Moment in diesen Querschnit-
ten liefert, das einen eine Schraubenversetzung ent-
haltenden Zylinder endlicher Linge zu tordieren
sucht.) Es mul} somit im Endkoordinatensystem

2a r=R+u(R)
/ 0, rdrdp=0

=0 r=rytu(ry)

(43)

A.SEEGER UND E.MANN

gelten. Mit

0, = k2 [,1 (2 Byt ) (44)

Atm)  b*
2 4 n2r?

findet man aus Gl. (43) bis auf Glieder hoherer
Ordnung in &

k2[2182 B0 tiam B v @utdy g, B9

+(2u+4) C2+(2#+

To
b? A om R|
woraus sich nach Einsetzen von By und B, schliellich
Cor _ Gptitm) (u+d) (/47 +2@pi+i?) 4
: weursh ”
. InR/r,
R?—rg® (45b)

ergibt.

Setzt man die damit vollstandig bestimmte Losung
in den Ausdruck (4) fir die Energiedichte ein, so
sieht man, daf} (abgesehen von hoheren Potenzen
als k%) alle dort auftretenden Invarianten Null sind
mit Ausnahme von

_ R [(dw\_ _ K [[dw\ }
== e = {le) <
—_p "
16 2212
In der hier verwendeten Naherung wird somit die
Energiedichte (k=1!)
_ kb
= g
wihrend sich fiir die Linienenergie der Versetzung
(bezogen auf die Langeneinheit im verformten Zu-
stand)

(46)

(47)

R+u(R)
E=2n [ %drdr= *¥1n R (48)
%q 4 To
rotu(ry)

also derselbe Wert wie in der linearen Theorie, er-
gibt.
Die Volumdilatation ist

O= %" _getd—1

z

oder (bis auf Glieder hoherer Ordnung als £?)

_ge2(duy | wy dsy | _ A
0=k (dr+ r+dz) (232+02)+ 2’

(49 a)

(49b)
Im Regelfall ist A4 [vgl. Gl. (40)] eine positive Kon-
stante; es ist also im Rahmen der Elastizitatstheorie
2. Ordnung eine positive Dilatation vorhanden, die
mit dem Abstand r von der Schraubenversetzung
wie 1/r2 variiert. (Bekanntlich tritt bei der Schrau-
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benversetzung nach der linearen Theorie keine Dila-
tation auf.) Diesem Hauptanteil ist eine kleine orts-
unabhingige Dilatation iiberlagert, die ebenfalls
meist positiv sein diirfte und die zur gesamten Vo-
lumvergroBerung nur wenig beitrdgt. Die Vergrofe-
rung des Volumens pro Lingeneinheit der Verset-
zung ist (wiederum unter Vernachldssigung hoherer
Glieder als k) gegeben durch

R
A e /2.‘[@rdr (50)

—a(R2—rg) (2By+Cy) +2m11n§2
[

b 12u+6i+6m—n In R/r,.
axn 237+2n) .

Die mittlere Dilatation
O=AV[7a(R?—ry?) (51)

. ist der sich aus der linearen Theorie ergebenden
mittleren Energiedichte

> G b? R
g 4 7% RP—rg? . To (52)
proportional.
: _ 1/d6 G\
Esgilt 6= ] ( ° K)Ws (53)

in Ubereinstimmung mit der von Zexer abgeleiteten
Gl. (13). Die zahlenméfige Diskussion der Gl. (50)
bzw. Gl. (53) sowie der entsprechenden Gleichungen
fiir Stufenversetzungen wurde fiir eine Anzahl von
Stoffen an anderer Stelle gegeben % 1.

LaBt man den &ufleren Zylinderradius R unend-
lich grol werden, so erhilt man

B, = {w—" Inry— (4 p+n) } 7b?0 ,

42 u+4) 8u 8 72
B,=C,=0 (54)
und damit

w0 8 1A<1+ 1), (55)
4 u

r 1672 r
s=0, w;=0.

Aus Gl. (49 b) bekommt man fiir die Volumdilatation

in der Umgebung einer Versetzung in einem un-
endlich ausgedehnten Medium

O=A/r. (56)

Gl. (56) war schon friither ¢ erhalten worden, wobei
sich die Konstante 4 in atomphysikalischen Groflen
ausdriickte.
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5. Elastizititstheoretisches Modell fiir ein
Zwischengitteratom

Ein in der Literatur vielfach verwendetes Modell
fiir ein auf einem Zwischengitterplatz eingebautes
Atom ist eine Hohlkugel, in das eine zweite Kugel
eingezwingt ist. Im Rahmen der linearen Elastizitéts-
theorie ergibt sich, da} in der eingezwéngten Kugel
(im folgenden mit II bezeichnet) ein reiner hydro-
statischer Spannungszustand vorhanden ist, wiahrend
im AuBlengebiet das Spannungsfeld eines sog. Dila-
tationszentrums vorliegt. Wir werden in diesem Zu-
sammenhang folgendes Problem behandeln: In eine
Hohlkugel I mit Aulenradius R, und Innenradius R;
wird eine Kugel gleicher elastischer Eigenschaften,
jedoch mit einem Radius R,+ R; eingebracht. Ge-
fragt ist nach den sich nach der Theorie 2. Ordnung
ergebenden Verschiebungen sowie nach der lokalen
und der gesamten Voluménderung.

Man kénnte ohne groBlere Schwierigkeiten auch
das allgemeinere Problem losen, dafl die Korper I
und II verschiedene elastische Eigenschaften haben,
da bei MurnacHAN 14 die Losung fiir eine Hohlkugel
mit beliebigem Auflen- und Innendruck p, bzw. p;
angegeben wird und man durch geeignetes Zusam-
mensetzen zweier solcher Losungen das allgemeinere
Problem behandeln kann. Wir beschranken uns hier
auf die speziellere Losung, da uns vor allem an
einem Vergleich der Dichteinderung mit der ZeNer-
schen Gl. (13) gelegen ist und diese Gleichung nur
auf elastisch homogene Korper anwendbar ist.

Aus Symmetriegriinden treten nur Radialverschie-
bungen, die Funktionen des Abstands vom Kugel-
mittelpunkt sind und die wir mit z!(r) und u(r)
bezeichnen, auf. Durch Anwendung des in den §§ 2
und 4 geschilderten Rechenverfahrens erhilt man

fiir die Verschiebung in der duBeren Kugel mit
Ry=Ri(1+F)

ul(r) =k(§; +B2r> +k2<‘j; + B +Bsr) (57)
B 2
und fiir die Verschiebung in der inneren Kugel
ul(r) =kCyr+kC,r. (58)

Die in der linearen Losung enthaltenen Konstanten
ergeben sich als

_ 3i4+2u p3__ 3
1= 3042 ) R3 = R?, (59)
- 4w B _(q_p R
B, 31424 Rt 1-p RS’ (60 a)
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Ci=(1=p) (5 -1). (60 b)
R:L"
Als Stiarke des Dilatationszentrums bezeichnet man
haufig

C=FLkB,. (61)
Da sich fir die in der quadratischen Losung auf-
tretenden Konstanten nur fiir
N— A3 u+2m

By,=B*N; -
A+2 u

(62)

ein einfacher Ausdruck ergibt, verzichten wir dar-
auf, die tibrigen Konstanten anzuschreiben.
Fiir die Dilatation im Gebiet I findet man

@' =3kB,+ 3% {B,+ B2 (1+N) B2}, (63)
wobei sich Bj; aus Gliedern der GroBenordnungen
(Ri/R,)?® und (R;/R,)% zusammensetzt.

Durch Integration iiber die Hohlkugel I erhalt
man fiir die Voluménderung im Bereich I

AV =4a {k By(R}— R?) (64)
+ 1| (By+ By?) (R2—RY)

+ (B2 + B2 N) (Rl,:; - Rlls)

|

und entsprechend fiir die Voluménderung im Be-

reich 11
AV =4 7k{C,+k(3C;+Cy+C? }R3 (65)

Fiir die gesamte Voluminderung AV = AVT+ AYH
o (=]
ergibt sich nach einigen Umformungen, wenn

7 47 q B Ri3

=2 Rﬂi(k1+3kRu3) (66)
das Gesamtvolumen der beiden unverformten Kor-
per bezeichnet,

AV oD 9 1 1 =
o=1 :31:—31-(&[“4&51{7) (67)
G249+ (dp)?
| 32+2u (3A+2u)?
L 20 A2 u) +8 u+6m—n)
32+2u ’
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Um diesen Ausdruck mit Gl. (13) vergleichen zu
konnen, mufl man die mittleren Energiedichten, wie
sie aus der linearen Theorie folgen, kennen.

Es ergibt sich fiir die im Bereich I gespeicherte
Dilatationsenergie

Ef'=2a(324+2u)B2*(R3—R3), (68)
fir die dort gespeicherte Scherenergie
272 ( 1 i
El=8auB2k ( 5~ Rus) (69)

und fiir die im Bereich II gespeicherte Energie
EM"=2a(324+2u)C2E*R3. (70)

Als mittlere Energiedichten des gesamten Kérpers
erhalt man

W, Ed+Ed _3 (410 ;apo ( 1
4 Vo  23i+2p PARP RS RS
(71)
und
; ESl 5 i 1 1 =
W,= =" :6tk-’BZ( — ) 72
) Vo f 1 Ri? R.? R.® ( )

Fiihrt man Gl. (71) und (72) in Gl (67) ein
und beriicksichtigt die GIn. (5) und Gl. (6). so erhalt
man genau die ZENersche Formel Gl. (13).

Es ist damit gezeigt, dal} auch im vorliegenden
Beispiel, bei dem sowohl Scher- als auch Dilatations-
energie ins Spiel kommen, die ZeENersche Formel das
gleiche Ergebnis wie die wesentlich umstandlichere
Rechnung auf Grund der Elastizitatstheorie 2. Ord-
nung ergibt. Allerdings liefert die Zenersche Formel
nur die integrale Voluménderung, wihrend die aus-
fithrliche Rechnung auch die lokale Voluménderung,.
also die Dilatation, gibt.

Die Verfasser sind den Herren Dr. P. Haasex, Dr. E.
Kroner und cand. phys. O. Buck fiir anregende Diskus-
sionen zu Dank verpflichtet. Einer der Autoren (A.S.)
gedenkt ferner dankbar zahlreichen Diskussionen wiah-
rend des von Professor Dr. GrammeL geleiteten Kollo-
quiums iiber Verformung und Flieflen des Festkorpers
(Madrid 1955), wahrend dem er wertvolle Anregungen
zu vorliegender Arbeit erhalten hat.



